Egy derékszogii tetraéder - feladatrol

Az interneten talaltuk az [ 1 ] feladatgytijtemény - részt. Ebben a 8 ~ 9. oldalakon megolda -
nak egy feladatot, melynek egy modositott valtozata az itteni. Most ezt fogjuk részletesen
megbeszélni. Ehhez tekintsiik az 1. abrat is!

1. dbra—[1]

Az 1. dbran az eredeti feladat szemléltetd, illetve a megoldast segitd abrai lathatoak.

Az eredeti feladat:

adott: Ly, L,, L3, és ezek a szakaszok paronként merblegesek egymasra;

keresett: az 1. abra jobb oldali részlete szerinti koordinata - rendszerbeli ( Xp , Yp , Zp ).

A mddositott feladat:

adott: L, L,, L3, és ezek a szakaszok paronként merélegesek egymasra;

keresett: az ABCP - ABCD derékszogii tetraéder fontosabb ismeretlen adatai, foképpen a
jellemz6 hosszak és szogek.

A megoldashoz tekintsiik a 2. dbrat is! Itt az 1. dbra bal oldaléan 1s lathat6 haromidabat mutat -

juk meg még egyszer, ugy, hogy

1.) két 1ab az A és B végpontokkal a vizszintes Xy alapsikon nyugszik, mikézben a két rad
sikja fliggbleges, azaz merdleges az alapsikra; majd

2.) az A ¢és B pontokat 6sszekotd egyenes — mint forgastengely — koriil a haromlabat addig
forgatjuk el, amig a harmadik 1ab szabad C vége az alapsikra fel nem tamaszkodik.

Az édbrardl kozvetleniil leolvashato, hogy

~a D,C; szakasz benne van / marad az AB egyenesre meréleges és a D - n atmend ( itt fig -

glleges ) sikban, hiszen a DC szakasz mindvégig az r = OD sugart kor érintéjének része;

~az OD,C; szog derékszog, hiszen az r sugar merdleges a D;C, korérinto - szakaszra;

~ az elforgatas 9 szdge, az ABD; sik ¢, valamint a C;D; szakasz ¢ hajlasszogei kozott

fennall a



2. dbra

V=¢p=90°-¢ (1)

Osszefliggés. A 2. abra és az ( 1 ) Osszefliggés mintegy ,,megagyaz” a 3. dbranak.

3. abra




. Az(a,b,c)ésaz(a,pB,y) mennyis€égek meghatirozasa

Most Pitagorasz tételével:

a=.L5+1%, b=L3+1%, c=L3+15.

Majd koszinusz - tétellel:

b2+c?-a?
a? =b*+c?—=2-b-c-cosa - cosa="———";

a?+c?-p?
b2 =a?’+c?*—2-a-c-cosp — cosf = —

a?+b?—c?
c?=a’?+b*—-2-a-b-cosy - cosy = —

Ezutan (2 ) és (3) - mal:
b?+c?—a? _ LZ+L+LI+L5-15-15 _ 2'1%
2:b-c 2:b-c 2:b-c

— 13 .
cosa = = .o vagyis

L3
cosa = —,
b-c

tovabb (2 )és (4 /1) - gyel:

L3
cosa = ,
/L§+L§- /L§+L§
innen:
a = arccos

L3
2 2 2 2
[123+12 - L2+13

Hasonloképpen eljarva:

a?+c?-b?  L3+L3+1%2+13-1%-13  2-1% L3 .
= = = —, Vvagyis
2:a-c 2-a-c 2:a-c a-c

cospf =

L3
cosf3 =5

tovabb (2 ) és (5/1) - gyel:

L3
)
2 2 2 2
/L2+L3 : /L1+L2

cospf =

innen:

(2)

(3/1)
(3/2)
(3/3)

(4/1)

(412)

(4/3)

(5/1)

(5/2)



= arccos
/L2+L2 /L2+L2
Ugyanigy:
cosy = a?+b?—c? _ L3+I3+IF+L5-15-1F _ 213
2:ab 2:a-b 2:ab
ab’

tovabb (2 )és (6/1) - gyel:

L3
cosy = )
/L§+L§- ’L§+L21
innen:
= arccos

/LZ +13 - /L2+L2

=18 vaqyis
" ab’ gy

(5/3)

(6/1)

(6/2)

(6/3)

I1. Az ABC haromszog sikjdban értelmezett tovabbi szakaszok és szogek meghatarozasa

Ehhez tekintsiik a 4. abrat is!

4. abra



A 4. abrarol rogton leolvashatok az alabbi szogosszefliggések:

a, =P, =90°—vy; (7/1)
a, =y, =90°—-f; (712)
Bi1=v,=90°—qa; (71/3)
a+ [ +y=180° (7/4)

Az ABC alapharomszog oldalainak részei a 4. abra szerint,a (2 ), (4/1),(5/1)és(6/1)
képletekkel is:

2 2
a1=c-cos,[>’=L—2= L, (8/1)
¢ |12+12
2 2
by=a-cosy=2=_—25_, (8/2)
b L3+13%
2 2
ci,=b-cosa=2= L. (8/3)
L3+L%
2 2
a2=b-cosy= 3 — L3 ; (8/4)
L3+L5%
2 2
b, =c-cosa==2= M, (8/5)
L%+L2
2 2
czza-cosﬁzL—zz L (8/6)
¢ |L2+12
Ellenérzés:
2 2
a+ay;=—22 = 12412 =q; (ell)
/L§+L§
2 2
by +by =" = [I2+12=b; (e/2)

/Lg +12

2 2
o=t = 1242 =¢, (e/3)

2,72
Li+L5

:

Az (e ) egyenletek megerdsitik az eddigiek helyességét.

Most meghatarozzuk a (p, q, r) szakasz - hosszakat. A 4. abra és képleteink szerint:
1 _5 cosy_é_ cosy

— - _ 1, o_, =, 1 : , :
p=a;-tgh, = ” tg(90°—y) = sy o sy a Jiees folytatva:




p = ﬁ ) ab — é L3 — (Lp-L3)? _
Ty e e e
ab
— (Ly'L3)? _ (Ly'L3)? tehat:
JL%+L% '\/(LZ'L3)2+(L2'L1)2+(L3'L3)2+(L3'L1)2_L§ \/L% +15 + (LyL2)2+(LyL3)?+(LyL3)?
Ly-L3)?
p= (ats) . (9/1)
L3+L3 - (LyLy)?+(Ly L)% +(Ly L3)?
Hasonl6an:
b toy. = B o000 gy o B, L _ 1 cosa 13 cosa |
1= bl tgyz = b tg(90 CZ) ) tga_ b sina b +Vi-cos?a ’ fOIytatva'
2
2 Ly 2 2 2
q= L3 b-c — L3 L3 — (Ly°L3) _
"y " Jeort i@ -
b-c
= (Ly'Le)® _ (yls)” tehat:
JL§+L§ -\/L‘{+(Ll-LZ)Z+(L1-L3)2+(L2-L3)2—L‘{ JL§+L§ i/ (L1*Ly)2+(Ly"L3)2+ (Lo Lg)?
Ly-L3)?
q= . . (9/2)
L3+13 /(Ly-L2)2+(Ly-L3) 2 +(Ly'L3)?
Ugyanigy:
— o toa = B te(90° — gy = K. L _ 1 cosB _ 1§ _cosp .
r=Cp gy = tg(90° - p) = c @B ¢ smf ¢ Jisnip’ folytatva:
2
2 L—2 2 2 2
r = L_l ac — L_l . L3 — (Ly'Ly) ] 1 _
C gy © Jeorn i [@en) (-
p
SCE ) L _ (aty)? L tehat:
\/Li_ﬂ% \/(Ll-Lz)2+(L1-L3)2+L‘§+(L2-L3)2—L§ JLE"'L% V(L1-Ly)2+(Ly L3)?+(Ly L3)?
Ly-Ly)?
r = (L1-Lp) (9/3)

L3+L3 -\/(L1Ly)2+(L1-L3)2+(Ly L3)?



Ezutan meghatarozzuk az alaphdromszog oldalaihoz tartozé magassagokat.
A 4. dbra és a fenti képletek alapjan:

4 2 2Y.(12 2\ _74
mg = AT, = \/CZ _ a% — \/L% + L% _ L2 _ \/(L1+L2) (L3+13)-L} —

2472 2,72
L5+L3 L5+L3

:\/(Ll-L2)2+(L1-L3)2+Lg+(L2'L3)2—Lg:\[(L1'L2)2+(L1'L3)2+(L2'L3)2 tehat:

L3+13 L3+13 ’
(L Lp)2+(Ly-L3)%+(Ly L3)?
ma—\/ 212 : (10/1)
Hasonloképpen:
_ _ [ 2 _ (2 2 iy |(E3+13)-(L3+13)-15
(L1'Lp)?+(Ly'L3)?+(Lp L) 2 +L3—L3 (Ly'Lp)?2+(LyLg)2+(Ly L3)? .
- L2+13 - L3+13 ,  tehat:
1 3 1 3
|1 L)2+(Lq L3) 2 +(Ly L3)?
mb—\[ 2412 . (10/2)
Ugyanigy:
_ 22 _ |2 2 Lt |(3+13)-(13+L3)-Lt
_ Li+(L1'L3)%4(L1"Ly)%+(Ly L3)?—LY _ [(L1°L3)?+(Ly-L3)?+(Ly L3)? L.
= — = — , tehat:
L2+12 12412
L1-Ly)2+4(L1-L3)2+(LyL3)2
mcz\/(1 z)+(;32+(2 3)- (10/3)
L3+L2

I1l. Az ABCD tetraéder oldallap - haromszogei ismeretlen adatainak meghatarozasa

Eldszor az oldallap - haromszogek magassagat hatarozzuk meg — 5. 4bra.




Pitagorasz - tétellel és az el6z6 eredményekkel:
2_j2 — (LyLp)?+(Ly'L3)?+(La'Lg)® 12 =

(mg)? =mq

2,72 7
L5+L3

(11/1)

L3+1%
— (L1'L2)2+(L1'L3)2+(L2'L3)2_L21'(L§+L§) — (L1°Lp) 2+ (L1 L3)?+(LyL3)2—(Lq°Ly)?—(L4°L3)? — (LyL3)?
L3+13 L3+13
innen:
Lo-L
2 2
/LZ+L3
Hasonloképpen:
(L1"Ly)?+(LyL3)%+(L,L3)?
(mz)zzme_Lzz 152 2132 243 —L2=
L2+12

_ (LyLy)2+(Ly-Lg)?+(Ly-L3)?—L3-(L3+13) — (L1"Lp)2+(Ly L3)?+(Ly L3)?—(Ly-Ly)?—(LyL3)? _ (Ly'L3)?

2 2
L2 +12 L2+12

innen:
Li-L3

my = —=.
2,712
/L1+L3

Ugyanigy:

. 2 . 2 . 2
(mz)z — mcz _ 2 = (Ly'Lp)*+(Ly-L3)*+(LyL3)* 12 =

2,792
Li+L5

2472
Li+L%

(11/2)

_ (Ly-Ly)?+ (L Lg)?+(LyL3)?—13-(L2+L3) _ (L1°L)?4(L1"L3)?+(Ly'L3)2—=(Ly-L3)%—(Ly L3)? _ (Ly°Ly)?

2 2
L2 +13 L%2+12

innen:
« _ Lyl

m, = ——.
2 2
/L1+L2

Misodszor az oldallap - haromszogek belsé szogeit szamitjuk ki — 6. dbra.

2472
Li+L5

(11/3)

N D
L L3 L ¢ L3 L4
Ima \m5
B al ENC A /S [ AN A /54
DAY W o BT P AR I
1 =1 = ! =1
= 2 A = L NE -

6. abra



Eszerint:
L L
tg773=i —>nB=arctgi, (12/1)
ﬂc=90°_n3. (12/2)
Hasonlo6an:
thA:L——> 4 = arctg>, (13/1)
1 1
{c=90°—(,. (13/2)
UgyanigLy: .
tngzi —>EA=arctgL—i, (14/1)
€B=9OO—EA. (14/2)

IV. A tetraéder magassaganak, valamint lapjai és élei hajlasszogének szamitasa

El6szor a tetraéder magassagat hatarozzuk meg. Az 5. dbra alapjan — példaul — :
2 (LyL3)? (Lp'L3)?(LyL3)?

m? = (my)* —p

T 242 (B+2)[(Lal)?+ (L Le)? (L Ls)?]
— (LyL3)? . [ . (L'L3)? ] — (La'L3)? . (L1Lp)?+(Ly'L3)?+(Lp'L3)?=(LyL3)? —
L3+L13 (L1°L2)2+(Ly L3)?+(Ly L3)? L3+13 (L1°Lp)?+(Lq-L3)?+(L2L3)?
_ ULs)? UL+ (LyLy)?  _ (LyLy)? 13-(13+13) _
L3+L5  (L1Lp)2+(Ly-L3)2+(Ly-L3)? L3+L5  (LyLp)?+(Ly'L3)?+(Ly-L3)?
Ly-Ly-L3)?
= 2( 2 32) ~, azaz
(L1'Lz)?+(L1'L3)?+(Ly'L3)
Ly-Ly-L3)? .
2= Lolels) , innen:
(L1°Lp)?+(Lq-L3)?+(L2L3)?
Lqi-Ly-L
m= 15253 ( 15)

V@L1L)2+(LyL3)2+(LyL3)?

Maisodszor a vizszintes sikhoz viszonyitott hajlasszogeket szamitjuk ki. Az 5. dbra szerint:

Ly-Lp-L3

m \/(Ll'Lz)z+(L1'L3)2+(L2'L3)2 Li-Ly-Ls 7 7 Ly ) 5
tggol = ; = (Lp-L3)? = (LyLs)? "4/ LZ + L3 = LyLs ' \/LZ + L , aZaZ

\/L%H% '\/(Ll'L2)2+(L1'L3)2+(L2'L3)2

/L2+L2 /L2+L2
t e iy (16/1)

- = arctg| L -
Lyl P1 S| L1 LyLs

tgp, =Ly -



Majd ismét az 5. dbra szerint:

10

¢1=90°_(p1. (16/2)
Hasonloképpen:
Lq1-Ly-L3
_om \/(L1'L2)2+(L1'L3)2+(L2'L3)2 _ LyLyLs > > L > >
tgp, = q (L1-L3)2 T (LyLg)? WL+ L3 = Ly-Ls I+ 15, azaz
JL%+L§ '\/(Ll'LZ)Z+(L1'L3)2+(L2'L3)2
/L21+L§ /L§+L§
tggozsz-L.L — @, = arctg| L, - - (17/1)
1°+&3 143
Majd
¢2=900—(P2. (17/2)
Ugyanigy:
_om \/(L1'L2)2+(L1'L3)2+(L2'L3)2 _ LyLyly > 7 _ Ly > >
tgg03 - 7 - (Ll'LZ)Z - (Ll'Lz)z Y, L1 + L2 - Ll LZ '\/ Ll + L ) azaz
\[L%"'L% '\/(Ll'Lz)z+(L1'L3)2+(L2'L3)2
/L§+L§ /L§+L§
tg(p3=L3-T — @3 = arctg| L3 - ) (18/1)
1 b2 152
Majd:
¢3=900—(p3. (18/2)
Figyelemre mélto a (16 ), (17), ( 18 ) képletek szimmetrikus felépitése.
Ezzel a kozvetlen feladat megoldasat befejeztiik.
V. Egy specialis eset
Legyen:
Li=L,=L;=1L; (*)
ekkor a levezetett képleteinkkel és ( * ) - gal a kovetkez6 eredményeket kapjuk:
a=b=c=+2-12=+2-1L =1,414213562 - L; (S1)
2
a=ﬁ=y=arccos( L )=arccos%=60°; (S2)

,/2.L2 .,/2.L2



11

al = az = ﬁl ﬁz 2 = 900 600 = 300,'

L2 L
a1=b1=C1=a2=b2=C2=W=F=07071067812'L'

—g=r=— ' _ L _ 04082482905 L:
P=A=T = Rr swy Vel Ve
m, =m, =m, = \/3'2§_LL22)2 = 22‘2‘ /“2 \/' L = 1,224744871 - L;
2

my =m, =m} = J% T = 0,7071067812 - L ;

Sa=np =4 = arctg% = arctgl = 45°;
$p =MN¢ = (¢ =90°—45°=45°;

L3 L3 L
= === =5 = 05773502692 L;

V212
B ) = arctg (L

54,73561032° = 35,26438968°.

@1 = @ = @3 = arctg (L

$1 =, = 3 =90°—

M1. Képezziik a ( 15 ) kifejezés négyzetének reciprokat! Ekkor:

1 (LyLy)?+(L1-L3)?+(LyL3)? 1 1 1 ,
—2= 1z 2?23,‘2 23 =—2+—2+—2, tehat:
m L3-12-1% L2 132 13

1

—2——+ 2+—.

m L%

A (119) képlet egy nevezetes 0sszefliggés — v.0.: [ 2 ].

M2. Ezutan képezziik a ( 11 ) képletek négyzetei reciprokat! Ekkor:

1 L3+13 1, 1
(my? 1313 13 12’

1 Li3+15 1 n 1
(my? A3 B3

1 L3413 1 1
P T g

Most adjuk 6ssze a ( 20 ) képleteket! Ekkor:

1 1 1 1 1
+ S+ + + + + —~=2- (
m)? * (m;)”

(m?)? - Lz

(S3)
(S4)

(S5)

(S6)

(S7)
(S8)
(S9)
(S10)

2L) = arctgy2 = 54,73561032°;

(S11)
(S12)

(19)

(20/1)

(20/2)

(20/3)

(21/1)
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majd ( 19 ) és (21 /1) dsszevetésébol:

1 1 1 2
e ) T mE (21/2)

M3. Tovabbi érdekes szog - Osszefiiggések irhatok fel a tetraéder alapharomszoge cstcsaiba
befutd élek szogei kozott. A (4/1),(5/1),(6/ 1) képletekkel az A csucsra:

2

cosazizL—l-L—l; (22/1)
b-c b ¢

amde a 6. abra szerint:

== cos{y, (2212)
és
== cosy, (22/3)

igya(22/1),(22/2),(22/3) képletek szerint:
cosa =cos{, "Ccosé,. (22/4)

Hasonlo 0sszefiiggések irhatok fel a B és C cstcsra is. Ezek, valaminta (21/2)és a
(22/4) képletek V. szerinti specializaciojanak elvégzéset az Olvasora bizzuk.

M4. Valojaban az eredeti feladatot is megoldottuk, hiszen a régi és az uj jelolésekkel:
Xp=C, Yyp=T, Zp=m. (23)
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[ 2 ] — Fitos Laszlo: Analog tételek és feladatok a sik - és térgeometriaban
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Tankonyvkiadd, Budapest, 1984.
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